


АННОТАЦИЯ

«Сборник задач по теории вероятностей» охватывает все основные разделы
теории вероятностей, встречающиеся при решении практических вопросов,
связанных с обработкой опытных данных, установлением их точности и т. д.

В каждом параграфе дана краткая сводка рабочих формул и схем, применение
которых иллюстрируется решением примеров.  Задачи снабжены  в отдельных
случаях и краткими указаниями, позволяющими читателю самостоятельно найти
путь к их решению.

«Сборник задач» рассчитан на учащихся высших учебных заведений и может
быть использован как в процессе первоначального изучения теории вероятностей,
так и для выработки практический навыков применения вероятностных методов
исследования.



Предисловие

Математическая теория становится более понятной и доступной, если ее
удается использовать при решении практических задач. Одна из общих тенденций
современной математики состоит в резком повышении роли тех разделов науки,
которые анализируют явления имеющие «случайны» характер, и основываются на
теории вероятностей, которая стала, чуть ли не самой первой по прикладному
значению из всех математических дисциплин.

Предлагаемый сборник задач был задуман как учебное пособие,
приспособленное к университетскому курсу по теории вероятностей и
математической статистике для студентов экономических специальностей и
учебнику « Теория  вероятностей и математическая статистика» В.Н. Бандуры, В.Д.
Породникова. В книге отражен опыт работы авторов, работающих на
математическом и экономическом факультетах Донецкого государственного
университета.

Подходящим образом, отбирая задачи из книги, преподаватель может
использовать ее как основу для проработки различных теоретических курсов по
теории вероятностей и математической статистике. Лучшими помощниками здесь
будут Ваш опыт и вкус.

При написании сборника автор пользовался помощью и критикой, а также
поддержкой тт. Бандуры В.Н., Шкварченко Т.В., которые любезно предоставили
свои задачи и разработки, мы выражаем свою признательность и благодарность.

.



Тема1. Комбинаторика

Основной принцип комбинаторики (правило умножения)
Комбинаторика - один из разделов дискретной математики, который

приобрел важное значение в связи с использованием его представителями многих
специальностей. Из поколения в поколение людей интересовали задачи, в которых
требовалось найти количество способов выбора или расположения элементов
некоторого множества объектов в соответствии с заданными правилами. В теории
вероятностей потребуются ответы на аналогичные вопросы.

Пусть необходимо последовательно выполнить k действий над объектами,
природа которых нас не будет интересовать.

Пример 1.1. Сколькими способами можно расположить в очереди трех человек?

Чтобы решить эту задачу выпишем все возможные
размещения и посчитаем их. Чтобы ни одно из размещений
не было пропущено, перечисление всех вариантов удобно
связать с построением специального графа, который

называется деревом (рис. 1.1).

Размещения

Рис. 1.1.

Изучение дерева наводит на более удачное решение этой задачи.
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Будем рассуждать следующим образом: имеется три места.

I II III

На первое место мы можем поместить любого из 3 человек. Поэтому первое
место можно заполнить тремя способами, тогда на втором месте расположим
любого из 2 оставшихся - два способа и последнее место займет оставшийся.

3 2 1
Тогда общее число размещений находится умножением 3х2х1 = 6.

Обобщение этой задачи выглядит следующим образом. Пусть есть k множеств:
N1 N2 ... Nk

каждое состоит из n1 n2 ... nk   элементов. Образование множеств по
какому либо правилу или признаку называется комбинаторным соединением.
Например, из каждого множества Ni (i = 1,...,k), будем брать по одному элементу
(представителю), получим некоторые комбинаторные соединения: ( , , ... , )n n nk1

1
2
1 1 ,...,

( , , ... , )n n nn n
k
n k

1 2
1 2 . Используя рассуждения приведенного выше примера можно

вычислить число комбинаторных соединений как произведение  n1×n2×...×nk. В этом
состоит основной принцип комбинаторики.

Правило умножения. Пусть необходимо выполнить k действий. Если первое
действие можно выполнить n1 способами, после чего второе - n2 способами и
так далее до k-го действия, которое можно выполнить nk способами, то все
k действий можно выполнить способами.

Комбинации (сочетания) из n элементов по k

Пусть некоторое множество А состоит из n элементов (n = 4). Тогда сколько
способов выбрать из него k элементов?

Пример 1.2. Пусть А={♣♦♥♠ } состоит из четырех элементов и нужно
отобрать (k = 2) два элемента. Сколько комбинаторных соединений мы получим?

Чтобы решить эту задачу перечислим все варианты:

{♣♦ }, {♣♥ }, {♣♠ }, {♦♥ }, {♦♠ }, {♥♠ }.

N = n1××××n2××××...××××nk



Сочетания. Сочетания есть такие комбинаторные соединения (набор
объектов), которые отличаются друг от друга хотя бы одним элементом
(без учета их порядка). Сочетанием из n элементов по k называется
произвольное неупорядоченное k -элементное подмножество множества,
содержащего n различных объектов. Общее число таких сочетаний

обозначается Cn
k  или n

k
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
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 ; здесь k ≤ n и вычисляется:
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где n n n n! ... ( ) ( )= ⋅ ⋅ ⋅⋅ − ⋅ − ⋅1 2 2 1 , (читается «n факториал» и 0! ≡ 1).

Упорядоченные множества

Множество из n элементов называется упорядоченным, если каждому
элементу этого множества сопоставлено некоторое число (номер элемента) от 1 до n
так, что разным элементам соответствуют разные числа. Множества считаются
различными , если они отличаются либо своими элементами, либо их порядком.

Перестановки элементов данного множества
Рассмотрим теперь некоторый специальный тип размещений, т.е. такие

комбинаторные соединения элементов, которые отличаются друг от друга
только порядком расположения элементов.

Перестановка. Перестановкой некоторого количества объектов называют
любое соединение этих элементов, которые отличаются, друг от друга
только порядком этих элементов (комбинаторные соединения могут быть
образованы из одного и того же множества).

Число перестановок множества из n элементов равно

P n n n nn = = ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅! ( ) ( )....1 2 2 1.

Размещения из n элементов по k.
Размещения. Размещениями называются упорядоченные k-элементные
подмножества множества, содержащего n элементов (комбинаторные
соединения отличаются друг от друга либо порядком, либо составом
элементов). Общее число таких размещений обозначается A n

k ( k ≤ n).

Число размещений множества из n элементов по k равно
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Задачи для самостоятельного решения

1.3. Из г. Макеевки в г. Донецк можно добраться автобусом, троллейбусом, такси,
поездом из г. Донецка до г. Киева - самолетом, поездом. Сколькими способами
можно осуществить путешествие по маршруту Макеевка - Донец - Киев?

1.4. В классе изучают 10 предметов. В понедельник 6 уроков, причем все уроки
разные. Сколькими способами можно составить расписание на понедельник?

1.5. Сколько есть двузначных чисел, у которых обе цифры четные, но различные?

1.6. Сколькими способами 7 человек могут расположиться в очереди к кассе?

1.7. Сколькими способами можно составить четырехцветный флаг из
горизонтальных полос одинаковых размеров, имея четыре различных цвета?

1.8. В турнире принимали участие 12 шахматистов и каждые 2 шахматиста
встречались один раз. Сколько партий было сыграно в турнире ?

1.9. Сколькими способами из 9 человек можно выбрать комиссию, состоящую из
5 человек?

1.10. На собрании присутствует 15 человек, из них 9 женщин. в состав делегации
из 7 человек входят 4 мужчины.  Сколько способов составить такую делегацию?

1.11. Студенту нужно в течение 8 дней сдать 4 экзамена. Сколькими  способами
это можно сделать? Определить количество способов, если известно, что последний
экзамен будет сдан в последний день.

1.12. Сколько есть перестановок из n элементов, в которых данные 2 элемента не
стоят радом?

1.13. Сколькими способами можно составить набор из 8 пирожных, если имеется
4 сорта?

1.14. Имеется 6 пар перчаток различных размеров. Сколькими способами можно
выбрать из них одну перчатку на правую руку и одну перчатку на левую руку так,
чтобы эти перчатки были различных размеров?



Случайные события
Тема 2. Операции над событиями и их соотношения

Теория вероятностей изучает модели экспериментов со случайными исходами
(стохастический эксперимент). Элементарным событием (исходом) будем называть
такой результат случайного эксперимента (опыта), который несет в себе полную
информацию о его последствиях, является неразложимым. Каждый неразложимый
исход представляется одним и только одним элементарным событием.
Элементарные события будем обозначать греческими литерами ω, или ω1,ω2,ω3, ... .
Множество (пространство) всех элементарных событий связанных с данным
экспериментом будем обозначать ΩΩΩΩ = { }ωi i

n

=1 . Под этим понимается множество
взаимоисключающих исходов т.е. результатом эксперимента всегда является один и
только один исход.

Все события, связанные с данным случайным экспериментом, могут быть
описаны как совокупности элементарных событий их называют (случайными)
событиями. События обозначают заглавными литерами латинского алфавита
A,B,C,D,A1,B2, ... . Каждому событию соответствует некоторое подмножество
множества элементарных исходов Ω . Но тогда Ω - событие, которое всегда имеет
место в рассматриваемом эксперименте и его логично назвать достоверным
событием. Невозможным событием называют событие (∅ ), которое в условиях
эксперимента не происходит никогда. Равенство А = В означает, что появление
одного из этих событий влечет за собой появление другого события

(А ⊂  В и  В ⊂  А).
Пусть имеем события А и В.
Их суммой (объединением)  называют событие С , происходящее тогда и

только тогда,  когда происходит хотя бы одно из данных событий, при этом пишут
С = А ∪  В.

Их произведением (пересечением)  называют событие С , происходящее тогда
и только тогда,  когда происходят одновременно оба данных события, при этом
пишут С = А ∩ В.

Событие A  называются противоположным событию А, если оно происходит
тогда и только тогда, когда  А  не происходит.

Разностью событий А и В (в указанном порядке) называют событие С,
происходящее тогда и только тогда, когда происходит событие А и B , при этом
пишут  С = А\ В = А ∩ B ....

События А и В называются несовместными, если А ∩ В = ∅  (одновременное
их осуществление невозможно).

Последовательность событий Н1, Н2, Н3, ..., Нn образует полную группу, если

Н i
i=1

n

= Ω!  и полную группу попарно несовместных событий, если



Нi ∩ Нj = ∅ , при i ≠ j,  (i,j = 1,2,3, ..., n.).





Задачи для самостоятельного решения

2.5.  Доказать, что операции сложения и умножения событий обладают
следующими свойствами:
•  ( А ∪  В ) = ( В ∪  А ),  ( B ∩ A ) = ( А ∩ В ) (коммутативность);
•  ( А ∪  В ) ∪  С = А ∪  ( В ∪ С ),   А ∩ ( B ∩ С ) = ( А ∩ В ) ∩ С )

(ассоциативность);
•  ( А ∪ В ) ∩ С = ( А ∩ С ) ∪  ( В ∩С ) (дистрибутивность умножения
относительно сложения).

2.6.  Проверить верны ли следующие равенства:
•  ( А ∪  В ) ∩ Α = A;
•  (B ∩ A) ∪  A = A - (формулы поглощения);
•  A B A B∪ = ∩ ;
•  A B A B∩ = ∪   (формулы двойственности).

2.7.  Что означают события  А ∪ А  и  А ∩ A ?

2.8.  Когда возможно равенство B ∩ A = А ?

2.9.  Игральная кость подбрасывается один раз. Пусть ωι  элементарный исход,
означающий появление грани, на которой i - очков (i = 1,2,3,4,5,6). Обозначим
событие А - «на верхней грани четное число очков» ( А = { ω2, ω4 ,  ω6 }), а
событие В - « на верхней грани число очков, кратное трем» ( В = { ω3, ω6 }).
Опишите следующие события:

а) С =  А ∪ В;
б) D = А ∩ В;
в) Е = А \ В;
г) Н = В \ А;
д) F = À ;
е) G = B;
ж) C = A b A B∪ = ∩ .



Тема 3. Определение вероятности события

Событием (или «случайным событием») называется всякий факт, который в
результате опыта может произойти или не произойти.

Вероятностью события называется численная мера степени объективной
возможности этого события. Вероятность события А обозначается Р (А).

Достоверным называется событие, Ω, которое в результате опыта непременно
должно произойти.    P(ΩΩΩΩ) = 1.

Невозможным называется событие, ∅ , которое в результате опыта не может
произойти.    P(∅∅∅∅ ) = 0.
Вероятность любого события А заключена между нулем и единицей:

0 < Р(А) < 1.
Полной группой событий называется несколько событий таких, что в

результате опыта непременно должно произойти хотя бы одно из них.
Несколько событий в данном опыте называются несовместными, если

никакие два из них не могут появиться вместе.
Несколько событий в данном опыте называются равновозможными, если по

условиям симметрии опыта нет оснований считать какое-либо из них более
возможным, чем любое другое,
Если несколько событий: 1) образуют полную группу; 2) несовместны; 3)
равновозможные, то они называются случаями («шансами»).

Случай называется благоприятным событию, если появление этого случая
влечет за собой появление события.
Если результаты опыта сводятся, к схеме случаев, то вероятность события А
вычисляется по формуле

Р(А) = m
n ,

n - общее число случаев, m - число случаев, благоприятных событию А.









Задачи для самостоятельного решения

3.8. Пять человек, среди них А и Б, выбирают места в очереди к кассе. Какова
вероятность того, что:

А и Б окажутся рядом, причем А впереди Б;
А и Б окажутся рядом;
между А и Б окажется ровно один кто-то третий;
между А и Б окажется В ?

3.9. Сколько разных пятизначных чисел можно составить из цифр 1, 2, 4, 5, 6, 7,
8, 9, если каждую цифру можно использовать не более одного раза? Какова
вероятность того, что наугад выбранное пятизначное число окажется:

четным; кратным 5;
имеющим в своей записи две четных цифры;
имеющим в своей записи четыре нечетных цифры?

3.10. В игре «Спортлото 5 из 36» участник наудачу зачеркивает 5 из 36 чисел,
написанных на игровом поле. Найти вероятность того, что в результате тиража
будет угадано:

три числа;
четыре числа;
все пять чисел;
ни одно число не будет угадано.

3.11. Из колоды карт в 36 листов наудачу извлекают 6 карт. Найти вероятность
того, что среди вынутых карт будет:

6 карт одной масти;
4 туза;
дама и король одной масти;
ровно три козырных.

3.12. У человека имеется 10 ключей, из которых только один подходит к его
двери. Он последовательно испытывает их (без возвращения). Найти вероятность
того, что этот процесс закончится при:

первом;
втором;
третьем;
четвертом испытании.

3.13. Пять различных предметов размещают наудачу в пяти карманах. Найти
вероятность того, что:

ни один карман не окажется пустым;
все предметы попадут в один карман;
ровно один карман окажется пустым;
первый карман окажется пустым.



3.14. Шесть пассажиров наудачу занимают место в трех вагонах метро. Найти
вероятность того, что:

что в каждый вагон войдут два пассажира;
в первый вагон не войдет ни один пассажир;
все пассажиры войдут в один вагон;
в первый вагон войдут три, во второй - два, в третий - 

один пассажир.

3.15. Из колоды карт в 52 листа наудачу выбирают 13 карт. Найти вероятность
того, что среди них окажутся:

ровно пять пик;
ровно пять пик и четыре трефы;
все четыре туза;
ровно четыре пики, четыре трефы, четыре бубны.

3.16. В лифт 12-этажного дома вошли 6 человек. Лифт делает 11 остановок.
Найти вероятность того, что:

все пассажиры выйдут на одном этаже;
все пассажиры выйдут на разных этажах;
три данных пассажира выйдут на трех разных этажах, по 

одному на каждом;
три пассажира выйдут на одном этаже, три на другом.

3.17. Три мальчика и три девочки занимают наудачу 6 мест, идущих подряд в
одном ряду зрительного зала. Найти вероятность того, что:

мальчики окажутся сидящими рядом;
между каждыми двумя мальчиками окажется девочка;
мальчики сядут на четные места, девочки - на
нечетные;
ровно две девочки окажутся сидящими рядом.

3.18. Числа 1, 2, 3, 4, 5 наудачу выписывают одно за другим. Найти вероятность
того, что:

крайнее левое число окажется меньше следующего за ним;
первое, третье и пятое число одно меньше другого;
второе и четвертое числа - четные;
первое и пятое числа - нечетные.



Тема 4. Вероятностное пространство с бесконечным числом исходов
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Тема 11. Непрерывные случайные величины
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